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МАТеМАТиЧеСКие МОДеЛи ОПТиМАЛьНОГО РАЗМещеНия ЛОГиСТиЧеСКиХ 
МОщНОСТей В РеГиОНАЛьНОй СиСТеМе ТОВАРНыХ ПОТОКОВ
в статье рассматриваются задачи размещения и инновационного развития логистических мощностей. Суть первой задачи состоит в оптималь-
ном (с позиций критерия минимума затрат) формировании региональной системы логистических мощностей различного вида и назначения в 
возможных пунктах их дислокации. данные мощности должны обрабатывать заданные товарные потоки, которые обладают сложной структу-
рой и продуцируются различными центрами. исходными условиями второй задачи является некоторая уже действующая система логистичес-
ких мощностей. необходимо рациональным образом выполнить ее модификацию, используя методы различной степени инновационности: 
простое наращивание мощностей исходной продуктивности, модернизация имеющихся технологических блоков и ввод в действие новых, 
более эффективных мощностей. для решения указанных задач построены оптимизационные модели, которые соответствуют математическим 
постановкам задач частично целочисленного линейного программирования.
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МАТеМАТиЧНІ МОДеЛІ ОПТиМАЛьНОГО РОЗМІщеННя ЛОГІСТиЧНиХ ПОТУЖНОСТей У РеГІОНАЛьНІй СиСТеМІ  
ТОВАРНиХ ПОТОКІВ
у статті розглядаються задачі розміщення й інноваційного розвитку логістичних потужностей. Суть першої задачі полягає в оптимальному   
(з позицій критерію мінімуму витрат) формуванні регіональної системи логістичних потужностей різного виду й призначення в можливих пунк-
тах їх дислокації. дані потужності повинні обробляти задані товарні потоки, які мають складну структуру й продукуються різними центрами. ви-
хідними умовами другої задачі є декотра вже діюча система логістичних потужностей. необхідно раціональним чином виконати її модифікацію, 
використовуючи методи різного ступеня інноваційності: просте нарощування потужностей початкової продуктивності, модернізація наявних 
технологічних блоків і запровадження в дію нових, більш ефективних потужностей. для вирішення зазначених задач побудовано оптимізаційні 
моделі, які відповідають математичним постановкам задач частково цілочисельного лінійного програмування.
Ключові слова: логістичні потужності, система, розміщення, інноваційний розвиток, математичні моделі
Формул: 29. Бібл.: 10. 
Діленко Віктор Олексійович – кандидат економічних наук, доцент, доцент, кафедра прикладної математики та інформаційних технологій, 
одеський національний політехнічний університет (пр. Шевченка, 1, одеса, 65044, україна)
Email: v.dilenko@gmail.com
Тараканов Микола Леонідович – кандидат економічних наук, старший науковий співробітник, старший науковий співробітник, відділ рин-
кових механізмів та структур, інститут проблем ринку та економіко-екологічних досліджень нан україни (Французський бульвар, 29, одеса, 
65044, україна)
UDC 519.872:656.073.43
Dilenko V. A., Tarakanov N. L.
MAThEMATICAL MODELS OF OPTIMAL ALLOCATION OF LOGISTICAL CAPACITIES IN ThE REGIONAL SYSTEM OF COMMODITY FLOWS
The article considers tasks of allocation and innovation development of logistical capacities. The essence of the first task lies in optimal (from the 
position of the criterion of minimum expenditures) formation of the regional system of logistical capacities of various types and purposes in possible 
places of their location. These capacities should treat the set commodity flows, which possess a complex structure and are produced by different centres. 
The original conditions of the second task are a certain, already existing, system of logistical capacities. It is necessary to conduct its modification by a 
rational method using methods with various degree of innovation: simple accumulation of capacities of original productivity, modernisation of existing 
technological units and introduction of new more efficient capacities. In order to solve the specified tasks, the article built optimisation models, which 
correspond with setting mathematical tasks of partially integer-valued linear programming.
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Введение. одним из необходимых условий эффектив-
ного  функционирования  логистических  цепей  товарных 
поставок  является  поиск  оптимальных  вариантов  рас-
пределения логистических мощностей по логистическому 
полигону. в настоящее время потребность в решении по-
добного рода задач существенно возросла в связи с ря-
дом новых обстоятельств, которые повлияли на принятие 
управленческих  решений  в  области  локализации  объ-
ектов  логистического  бизнеса.  к  наиболее  значимым  из 
них следует отнести, во-первых, осознание логистическим 
менеджментом важности системного подхода к решению 
данной проблемы в противовес ситуационным решениям, 
обусловленным возможностью «выбить» тот или иной зе-
мельный участок под строительство. во-вторых, по мере 
диверсификации и концентрации логистической деятель-
ности  происходит  количественный  рост  «размещенче-
ских» факторов. в частности, возрастает значение факто-
ров близости к комбинированным формам транспортно-
го  обслуживания  логистических  объектов,  доступности 
к  глобальным рынкам сбыта продукции и др. в-третьих, по 
мере усиления конкуренции на рынке логистических услуг 
наблюдается процесс интеграции родственных видов ло-
гистической  деятельности  по  региональному  признаку, 
что предполагает расширенное представление об инстру-
ментах и методах распределения мощностей в границах 
логистических  полигонов  с  выходом  на  межрегиональ-
ный  и  международный  уровни  обслуживания  товарно-
материальных потоков. рассматриваемая проблема в пер-
вую очередь требует повышенного внимания в отношении 
крупных промышленных и транспортных центров, вокруг 
которых наблюдается наиболее заметный рост логистиче-
ской активности.  в качестве одного из подходов к анализу 
и решению данной проблемы может рассматриваться при-
менение экономико-математических методов и моделей.
Анализ исследований и публикаций. Применению 
математических методов в логистике специально посвя-
щен  целый  ряд  достаточно  обширных  работ,  в  которых 
рассматриваются различные вопросы рациональной ор-
ганизации  логистических  процессов    [3;  5;  10  и  др.].  не 
осталась  без  внимания  и  задача  размещения  объектов 
по логистическому полигону, которую относят к одной из 
фундаментальных  логистических  задач  [6].  для  исследо-
вания различных вариантов ее постановок предлагается 
использовать  разнообразные  математические  методы  и 
модели:  так  называемый  метод  анализа  иерархий  [1;  2], 
простейшие модели линейного программирования [6; 7; 
8,  c.  67–70],  модели  систем  массового  обслуживания  [5, 
с.  82–87], методы теории графов и потоков в сетях [5, с. 92– 
11; 9; 10, с. 230–252] и др.
однако в математических моделях указанных и других 
подобных работ не нашли необходимого комплексного от-
ражения ряд факторов, существенным образом влияющих 
на решение задач размещения логистических  мощностей: 
сложная  структура  товаропотоков  и  дифференцирован-
ные требования к обработке его составляющих,  наличие 
различных видов логистических мощностей и их относи-
тельная  взаимозаменяемость,  возможность  многовари-
антного формирования комплекса мощностей различно-
го вида в соответствующих пунктах их дислокации и ряд 
других. кроме того, актуальной  является не только задача 
формирования  новой,  но  и  рациональной  организации 
процессов модификации действующей системы логисти-
ческих мощностей. вместе с тем, постановки такой задачи 
в известных экономико-математических моделях логисти-
ки не рассматриваются.
цель  статьи.  учитывая  сказанное  выше,  целью  на-
стоящей работы является разработка математических мо-
делей формирования и инновационного развития систе-
мы  логистических  мощностей,  учитывающих  важнейшие 
технологические и экономические факторы оптимальной 
реализации данных процессов. 
Основные  результаты  исследования.  рассмотрим 
задачу оптимального размещения логистических мощно-
стей. Содержательная постановка данной задачи состоит в 
следующем. имеется n ( 1 ,j n = ) точек, в которых могут дис-
лоцироваться  логистические  мощности  определенного 
вида, и m ( 1 , k m = ) центров  (например, портов), индуци-
рующих товаропотоки, которые должны быть обработаны 
данными  логистическими  мощностями.  требуется  таким 
образом выбрать величину, вид и точки размещения мощ-
ностей, чтобы удовлетворить имеющийся спрос на соот-
ветствующие логистические услуги (обработку товаропо-
токов), формируемый в указанных m центрах, и  миними-
зировать затраты на организацию данной системы мощ-
ностей.
для  математической  записи  сформулированной  за-
дачи уточним некоторые аспекты формирования и разме-
щения логистических мощностей и введем необходимые 
обозначения.
Будем полагать, что в каждом центре k имеется спрос 
на логистические услуги (соответствующие логистические 
мощности) величиной Yk. данный спрос может быть диф-
ференцирован  по  товарным  номенклатурным  группам, 
видам поведения (складирование, распределение, дора-
ботка товаров и пр.) и типам логистических мощностей – 
универсальным (сочетание двух и более видов поведения 
товарных потоков) и специализированным (обслуживание 
одного вида поведения), на которых он должен обрабаты-
ваться.
тогда  1 2 , kil kil Y Y  – объемы товаропотока в центре k но-
менклатурной группы i ( 1 , i I = ) поведения вида l ( 1 , l L = ), 
требующие обработки на универсальных и специализиро-
ванных мощностях соответственно.
для данных величин, естественно, должны выполнять-
ся следующие равенства
   1 2 , kil kil kil Y Y Y = +   (1)
  
1 1 1
.
I I L
k ki kil
i i l
Y Y Y
= = =
= = ∑ ∑ ∑   (2)
далее,  будем  считать,  что  товаропоток,  индуцируе-
мый центром k, может обрабатываться не во всех, а только 
в  определенных  точках  возможного  размещения  логи-
стических мощностей. обозначим соответствующее мно-253 Проблеми економіки № 2, 2013
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жество точек j через Uk. в общем случае пересечение Uk 
при различных k может быть как пустым, так и непустым 
множеством.
аналогично, каждая точка размещения логистических 
мощностей j ориентирована на обработку товаропотоков 
только некоторых центров, множество индексов k которых 
обозначим Uj. Пересечение данных множеств также может 
быть пустым или непустым множеством.
Пусть  1 2 , jkil jkil z z  – объемы товаропотока в точке j из 
центра k номенклатурной группы i поведения вида l, тре-
бующие обработки на универсальных и специализирован-
ных мощностях соответственно.
тогда, полагая, что на универсальных и специализиро-
ванных мощностях могут обрабатываться любые номен-
клатурные группы товаров, можно определить величины 
логистических мощностей, которые должны размещаться 
в точке j
 
1 1
1
,
j
I
jl jkil
k U i
W z
∈ =
= ∑ ∑  (3)
 
2 2
1
.
j
I
jl jkil
k U i
W z
∈ =
= ∑ ∑  (4)
таким образом, в каждой точке может размещаться до 
2L различных видов логистических мощностей, которые 
подразделяются  на  универсальные  и  специализирован-
ные и предназначены для обработки товаропотоков раз-
личных видов поведения.
Процесс  формирования  логистических  мощностей 
в  каждой возможной точке их размещения будем описы-
вать рядом параметров:
1 2 , jsl jsl p p  – потребности в ресурсе вида s ( 1 ,s S = ) при 
организации  единичной  логистической  мощности  (соот-
ветственно  универсальной  и  специализированной)  для 
обработки товаропотока вида l  в точке j;
1 2 , jl jl f f  – потребности в финансовых ресурсах при ор-
ганизации единичной логистической мощности (соответ-
ственно универсальной и специализированной) для обра-
ботки товаропотока вида l  в точке j;
js r  – имеющийся объем ресурсов вида s в точке j.
Сформулированные положения и введенные обозна-
чения  позволяют  записать  следующую  математическую 
постановку задачи оптимального размещения логистиче-
ских мощностей.
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1 , , 1 , , j n s S = =   (8)
 
1 2 0 , 0 , 1, , 1, , 1, , 1, . jkil jkil z z j n k m i I l L ≥ ≥ = = = =   (9)
Соотношение  (5)  оптимизационной  модели  (5)  –  (9) 
отвечает критерию минимума затрат на организацию ло-
гистических мощностей в точках их возможного размеще-
ния.
неравенства  (6),  (7)  определяют  требования  обяза-
тельной  переработки  всего  объема  товаропотоков  раз-
личных видов в каждом из рассматриваемых центров их 
возникновения.
Соотношения (8) задают ограничения на возможные 
объемы использования ресурсов каждого вида в точках 
размещения логистических мощностей.
условия (9) определяют естественные ограничения на 
неотрицательность искомых переменных.
найденные оптимальные значения переменных  дан-
ной задачи  1 2 , jkil jkil z z ∗ ∗  позволяют по формулам (3), (4) рас-
считать объемы логистических мощностей каждого вида, 
отвечающие их оптимальному (согласно критерию (5)) раз-
мещению в рассматриваемых точках.
естественно, не все найденные значения  логистиче-
ских мощностей 1 2 , jl jl W W ∗ ∗  должны в обязательном поряд-
ке удовлетворять соотношениям  1 2 0, 0. jl jl W W ∗ ∗ > >  в силу 
того, что согласно ограничениям (9) некоторые оптималь-
ные значения переменных  1 2 , jkil jkil z z ∗ ∗  могут иметь и нуле-
вые значения, рассчитанные на их основе логистические 
мощности, также будут иметь нулевую величину. это озна-
чает, что мощности определенного вида нецелесообразно 
размещать в соответствующих точках. таким образом, ре-
шение задачи (5) – (9) позволит определить оптимальную 
специализацию возможных точек размещения логистиче-
ских мощностей на переработке товаропотоков опреде-
ленного вида.
математическая  постановка  (5)  –  (9)  представляет 
собой задачу линейного программирования, методы ре-
шения которой хорошо известны и реализованы в стан-
дартных пакетах программ, что, в принципе, позволяет ее 
использовать в прикладных расчетах. однако при этом не-
обходимо учитывать некоторые особенности ее оптималь-
ного решения.
Согласно  ограничениям  (9)  оптимальные  значения 
переменных  1 2 , jkil jkil z z ∗ ∗   рассматриваемой  модели  могут 
принимать значения бесконечно близкие к нулевым. Со-
ответственно близкими к нулю могут быть и рассчитанные 
по формулам (3), (4) оптимальные величины логистических 
мощностей  1 2 , . jl jl W W ∗ ∗   очевидно, что в реальных условиях 
практически всегда организация любых мощностей мень-
ших по объему некоторой величины (по крайней мере, по 
технологическим причинам) невозможна.
Поэтому с целью повышения уровня реалистичности 
математической модели оптимального размещения логи-
стических мощностей будем полагать, что они формируют-
ся некоторыми технологическим модулями, которые для 254 Проблеми економіки № 2, 2013
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мощностей  определенного  вида  имеют  фиксированную 
величину  1 2 , l l w w . 
С учетом сказанного математическая постановка зада-
чи оптимального размещения логистических мощностей 
может быть записана в таком виде.
 
1 1 2 2
2
1 1 1 1
ˆ ˆ min,
n L n L
jl jl jl jl
j l j l
F f f γ γ
= = = =
= + → ∑∑ ∑∑   (10)
 
1 1 , 1, , 1, , 1, ,
k
jkil kil
j U
z Y k m i I l L
∈
≥ = = = ∑   (11)
 
2 2 , 1, , 1, , 1, ,
k
jkil kil
j U
z Y k m i I l L
∈
≥ = = = ∑   (12)
 
1 1 1
1
,
j
I
jkil jl l
k U i
z w γ
∈ =
≤ ∑ ∑ 1 , , 1 , , j n l L = =   (13)
 
2 2 2
1
,
j
I
jkil jl l
k U i
z w γ
∈ =
≤ ∑ ∑ 1 , , 1 , , j n l L = =   (14)
 
1 1 1 2 2 2
1 1
,
L L
jsl jl l jsl jl l js
l l
p w p w r γ γ
= =
+ ≤ ∑ ∑ 1 , , 1 , , j n s S = =   (15)
 
1 2 0 , 0 , 1, , 1, , 1, , 1, , jkil jkil z z j n k m i I l L ≥ ≥ = = = =   (16) 
1 2 , 0 jl jl γ γ ≥  – целочисленные,  1 , , 1 , , j n l L = =
где  1 2 , jl jl γ γ  –  целочисленные переменные, которые опре-
деляют, из скольких технологических модулей формиру-
ются логистические мощности для обработки товаропото-
ка вида l  в точке j универсального и специализированного 
типа соответственно;
1 2 ˆ ˆ , jl jl f f  – финансовые затраты, необходимые для ввода 
в  действие  одного  технологического  модуля  логистиче-
ской мощности (соответственно универсального и специ-
ализированного типа) для обработки товаропотока вида l  
в точке j.
ограничения (13) – (14) задают требования к величине 
логистических мощностей в точках их возможного разме-
щения, которой должно быть достаточно для обработки 
соответсвующих товаропотоков.
условия  (17)  определяют  искомые  переменные 
1 2 , jl jl γ γ  как неотрицательные целочисленные.
остальные  ограничения  и  целевая  функция  в  мате-
матической постановке (10) – (17) имеют тот же смысл, что   
и в модели (5) – (9).
оптимальные значения переменных  1 2 , jl jl γ γ ∗ ∗  позво-
ляют  рассчитать  оптимальные  величины  логистических 
мощностей каждого вида в соответствующих точках их воз-
можного размещения по формулам, аналогичным (3), (4) 
 
1 1 1 , jl jl l W w γ ∗ ∗ = 1 , , 1 , , j n l L = =   (18)
 
2 2 2 , jl jl l W w γ ∗ ∗ = 1 , , 1 , . j n l L = =   (19)
некоторые оптимальные переменные  1 2 , jl jl γ γ ∗ ∗  могут 
иметь нулевые значения. это означает, что в соответствую-
щих точках логистичекие мощности определенного вида 
размещать нецелесообразно.
решение оптимизационной задачи  (10) – (17) опреде-
ляет систему логистических мощностей, характеризуемую 
значениями  переменных  1 2 , jl jl γ γ ∗ ∗ ,  параметрами  1 2 , l l w w  
и  ориентированную  на  товаропотоки  объемом  1 2 , kil kil Y Y .   
С течением времени может возникнуть необходимость мо-
дификации данной системы, вызванная изменением вели-
чины и структуры указанных товаропотоков и появлением 
новых, более современных и экономически эффективных 
логистических  технологий  обработки  соответствующих 
грузов. в связи с этим целесообразно рассмотреть задачу 
инновационного  развития  некоторой  существующей  си-
стемы логистических мощностей, определяемой величи-
нами  1 2 , jl jl γ γ ∗ ∗  и  1 2 , l l w w . При этом новая система должна 
обладать возможностями обработки товаропотоков вели-
чиной  1 2 , kil kil Y Y .
Будем полагать, что развитие существующей системы 
логистических мощностей может осуществляться по трем 
направлениям, которые обладают различной степенью ин-
новационности [4]: (a) увеличение числа технологических 
блоков  исходной  мощности  1 2 , l l w w ;  (b)  модернизация 
имеющихся блоков, которая приводит к росту их единич-
ной мощности до величины  1 2 , Ì Ì
l l w w ; (c) ввод в действие 
новых более эффективных технологических блоков с мощ-
ностью  1 2 , Í Í
l l w w  (здесь и далее, как и прежде, верхние 
индексы 1 и 2 отвечают описанию универсальных и спе-
циализированных мощностей соответственно). При этом, 
естественно,  1 1 1 Ì Í
l l l w w w < <  и  2 2 2 . Ì Í
l l l w w w < <
для записи математической постановки задачи раз-
вития существующей системы логистических мощностей 
введем дополнительные обозначения:
1 2 , ijl ijl d d  – величины дохода при обработки единицы 
товаропотока номенклатуры i вида l в пункте j;
1 1 1 , , Ì Í
ijl ijl ijl π π π  ( 2 2 2 , , Ì Í
ijl ijl ijl π π π ) –  затраты на обработку 
единицы товаропотока номенклатуры i вида l в пункте j на 
существующих,  модернизированных  и  новых  логистиче-
ских мощностях соответственно;
10 1 1 , , Ì Í
jl jl jl γ γ γ  ( 20 2 2 , , Ì Í
jl jl jl γ γ γ ) – количество техноло-
гических моделей старого образца, модернизированных 
и нового вида соответственно, которые вводятся в дей-
ствие для обработки товаропотока вида l в пункте j;
1 1 ˆ ˆ , Ì Í
jl jl f f  (
2 2 ˆ ˆ , Ì Í
jl jl f f ) – финансовые затраты, необхо-
димые  для  модернизации  одного  действующего  и  ввод 
в  действие нового технологического модуля логистиче-
ской мощности соответственно для обработки товаропо-
тока вида l  в точке j;
Ф – общий объем инвестиций, направляемых на раз-
вития действующей системы логистических мощностей;
1 1 , Ì Í
jsl jsl p p  ( 2 2 , Ì Í
jsl jsl p p ) – затраты ресурсов вида s в пун-
кте j при обработке товаропотока вида l  для модернизиро-
ванных и новых технологических блоков соответственно. 255 Проблеми економіки № 2, 2013
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Пусть основной целью развития системы логистических мощностей является повышение эффективности ее функцио-
нирования с позиций критерия максимума получаемой прибыли ( 3 F ). тогда соответствующая модель оптимального раз-
вития системы логистических мощностей может быть записана следующим образом.
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k
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k
jkil kil
j U
z Y k m i I l L
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1
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j
I
Ì Ì Ì Í Í
jkil jl jl jl l jl l jl l
k U i
z w w w γ γ γ γ γ
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I
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jkil jl jl jl l jl l jl l
k U i
z w w w γ γ γ γ γ
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1 10 1 1 1 1 2 20 2 2 2 2
1 1 1 1
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ( ) ( ) ,
n L n L
Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì Ì
jl jl jl jl jl jl jl jl jl jl jl jl
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f f f f ff γ γ γ γ γ γ
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1 2 0 , 0 , 1, , 1, , 1, , 1, , jkil jkil z z j n k m i I l L ≥ ≥ = = = =   (27)
 
10 1 1 20 2 2 , , , , , 0 Ì Í Ì Í
jl jl jl jl jl jl γ γ γ γ γ γ ≥  – целочисленные,  1 , , 1 , , j n l L = = ,  (28)
 
1 * 1 2 * 2 , , Ì Ì
jl jl jl jl γ γ γ γ ≥ ≥ 1 , , 1 , . j n l L = =   (29)
ограничения данной модели (21) – (25) и (27), (28) име-
ют тот же смысл, что и соответствующие ограничения (11)  – 
(17) оптимизационной задачи (10) – (17). отличие состоит 
лишь в том, что в ограничениях модели (20) – (29) отражена 
возможность развития логистических мощностей в каждом 
пункте по указанным выше направлениям (a) – (c).
неравенство  (26)  отвечает  ограничению  на  общий 
объем инвестиционных ресурсов, выделенных на разви-
тие рассматриваемой системы.
ограничения (29) отражают естественное условие, со-
гласно которому количество модернизируемых техноло-
гических блоков определенного вида в каждом пункте не 
должно превосходить их имеющегося количества.
По результатам решения задачи (20) – (29) исходная 
система логистических мощностей преобразуется к виду, 
согласно которому в каждом пункте j будет размещаться 
мощностей вида l  старого образца –  1 * 1 0 * 1 * 1 ( ) , Ì
jl jl jl l w γ γ γ + −  
2* 20* 2 * 2 ( ) , Ì
jl jl jl l w γ γ γ + −  модернизированных мощностей – 
1 * 1 , Ì Ì
jl l w γ   2 * 2 Ì Ì
jl l w γ  и   новых  мощностей  –  1 * 1 , Í Í
jl l w γ  
2 * 2 , Í Í
jl l w γ   где   10* 1 * 1 * , , , Ì Í
jl jl jl γ γ γ   20* 2 * 2 * , , Ì Í
jl jl jl γ γ γ   – 
оптимальные  значения  переменных  10 1 1 , , , Ì Í
jl jl jl γ γ γ
20 2 2 , , . Ì Í
jl jl jl γ γ γ
Выводы. Построенные модели демонстрируют воз-
можности  экономико-математического  подхода  к  реше-
нию задач рационального формирования и развития си-
стемы  пространственно  распределенных  логистических 
мощностей. Сформулированные модели, с одной стороны, 
являются достаточно детальными и учитывают важнейшие 
факторы построения и развития системы мощностей по 256 Проблеми економіки № 2, 2013
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переработке сложных товаропотоков, что повышает уро-
вень их адекватности.  С другой стороны, представляют 
собой  задачи  частично  целочисленного  линейного  про-
граммирования,  методы  решения  которых  реализованы 
во многих программных продуктах. Поэтому данные мо-
дели имеют не только определенный теоретический инте-
рес, но и могут использоваться (при наличии необходимой 
информации) для решения соответствующих прикладных 
задач.